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Abstract
The systole of a compact non simply connected Riemannian manifold is the smallest
length of a non-contractible closed curve ; the systolic ratio is the quotient (systole)n/volume.
Its supremum, on the set of all the riemannian metrics, is known to be finite for a large class
of manifolds, including the K(π, 1).
We study the optimal systolic ratio of compact, 3-dimensional non orientable Bieberbach
manifolds, and prove that it cannot be realized by a flat metric.
Key words and phrases. Systole; systolic ratio; singular Riemannian metric; Bieberbach
manifold.
1 Introduction
1.1 Pre´sentation du re´sultat
Un invariant naturel d’une varie´te´ riemannienne compacte (non simplement connexe) (Mn, g)
est sa systole, note´e sys(g). C’est la plus petite longueur d’une courbe ferme´e non contractile.
Pour avoir un invariant homoge`ne, on introduit le quotient systolique sys(g)
n
vol(g) .
Un re´sultat fondamental de M. Gromov (cf. [8]), faisant suite a` une propagande inlassable de M.
Berger (voir [3]), assure que si Mn est essentielle la borne supe´rieure des quotients systoliques,
quand g parcourt l’ensemble des me´triques riemanniennes sur Mn est finie. Une varie´te´ com-
pacte M est dite essentielle s’il existe une application continue de M dans un K(π, 1) qui envoie
la classe fondamentale sur une classe non triviale. Concernant la ge´ome´trie systolique, deux
re´fe´rences incontournables sont le rapport [4] de M. Berger et la monographie [11] de M. Katz.
Les surfaces compactes autres que S2 sont essentielles, et le the´ore`me de Gromov est une
ge´ne´ralisation profonde de re´sultats ante´rieurs concernant le tore T 2 (C. Loewner, voir [7] p.95-96
ou [9] p.295-296 pour une preuve), et le plan projectif (P.M. Pu, voir [13]).
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Pour ces deux varie´te´s, le re´sultat est beaucoup plus pre´cis : on a en fait
(sys(g))2
aire(g)
≤ (sys(g0))
2
aire(g0)
ou` g0 est plate hexagonale (cas du tore) ou a` courbure constante positive (cas du plan projectif).
De plus, dans les deux cas, l’e´galite´ caracte´rise les me´triques homothe´tiques a` g0.
Il existe un troisie`me cas, e´lucide´ par C. Bavard dans [1] puis par T. Sakai dans [14] ou` la borne
supe´rieure du quotient systolique est connue, et re´alise´e, celui de la bouteille de Klein. Mais la
me´trique optimale est singulie`re, plus pre´cise´ment C1 par morceaux. Voir 3.1 ci-dessous. Cet
exemple joue ici un roˆle de´cisif.
Pour les varie´te´s essentielles de dimension supe´rieure, on ne connait que tre`s peu de choses. On
ignore par exemple, pour des varie´te´s apparemment aussi simples que les tores et les projectifs
re´els, si les me´triques a` courbure constante sont optimales. L’argument de Gromov, puissant
mais tre`s ge´ne´ral, ne donne qu’une majoration tre`s grossie`re du quotient systolique. A fortiori,
on a tre`s peu d’informations sur les me´triques qui pourraient re´aliser sa borne supe´rieure. Ivan
Babenko nous a communique´ le re´sultat suivant :
si g est une me´trique optimale (e´ventuellement singulie`re) sur M , les courbes systoliques (c’est-
a`-dire les courbes ferme´es non contractiles de longueur sys(g)) recouvrent M .
Cette proprie´te´ est satisfaite par les tores plats, et par les projectifs re´els munis de leur me´trique
a` courbure constante. Sur les varie´te´s compactes de dimension 3 qui portent une me´trique plate,
les me´triques qui optimisent le quotient systolique parmi les me´triques plates ve´rifient aussi cette
proprie´te´, a` l’exception d’une d’entre elles. (Il s’agit de la varie´te´ dont le groupe fondamental
est le groupe appele´ G6 par J.A. Wolf, cf. [16] p.117-118, et le dessin tre`s suggessif de [15], p.236
; ce groupe est engendre´ par trois syme´tries glisse´es par rapport a` trois droites deux a` deux
orthogonales).
Dans ce travail, nous nous inte´ressons aux varie´te´s de Bieberbach, c’est–a`–dire aux varie´te´s
compactes qui portent une me´trique riemannienne plate. Ces varie´te´s sont des K(π, 1), donc le
the´ore`me de Gromov s’applique. L’exemple de la bouteille de Klein, et celui de la varie´te´ de
dimension 3 que nous venons d’e´voquer, conduisent a` penser que, au moins pour celles de ces
varie´te´s qui ne sont pas des tores, il ne faut pas s’attendre a` ce que les me´triques plates soient
optimales. Notre re´sultat est le suivant.
Soit M une varie´te´ de Bieberbach de dimension 3 non orientable. Alors il existe sur M une
me´trique riemannienne g telle que, pour toute me´trique plate h,
(sys(h))3
aire(h)
<
(sys(g))3
vol(g)
1.2 Re´sume´ de la preuve
Nous commenc¸ons par ve´rifier (cf. 2) que nos me´triques plates s’obtiennent par des suspensions
de la bouteille de Klein. Dans 3, nous e´tudions d’un peu plus pre`s la me´trique singulie`re
sur la bouteille de Klein de´couverte par C. Bavard, et en particulier ses isome´tries. Celles-ci
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permettent de construire par suspension des me´triques singulie`res en dimension 3. Le calcul
direct des systoles, fait dans 4, met en e´vidence des me´triques singulie`res pour lesquelles le
quotient systolique est supe´rieur a` celui de toute me´trique plate sur la meˆme varie´te´.
Pour conclure, il suffit d’approcher la me´trique singulie`re obtenue par une me´trique lisse, et
d’utiliser la continuite´ de la systole pour la topologie C0 (voir les de´tails dans 4.2).
1.3 Notations
Si V est un sous-espace affine d’un espace affine euclidien E, et a un vecteur paralle`le a` V ,
on note σV,a la syme´trie glisse´e produit de la re´flexion orthogonale par rapport a` V et de la
translation de vecteur a.
Quand une isome´trie de Rn passe au quotient, nous la noterons par le meˆme symbole.
On appelle de´placement d’une isome´trie γ d’un espace me´trique (qui sera ici une varie´te´ rieman-
nienne, e´ventuellement singulie`re), le nombre
d(γ) = inf
p∈M
dist
(
p, γ(p)
)
.
Rappelons que si (M,g) est une varie´te´ riemannienne compacte, de reveˆtement riemannien
(M˜, g˜), le groupe fondamental ope`re sur (M˜, g˜) par isome´tries, et
sys
(
M,g
)
= inf
γ∈π1(M)
d(γ)
Ce re´sultat s’e´tend imme´diatement aux me´triques singulie`res conside´re´es ci-dessous.
2 Rappels et comple´ments sur les varie´te´s plates
2.1 Varie´te´s plates
Les varie´te´s compactes et plates sont les quotients Rn/Γ ou` Γ est un sous groupe discret Γ,
cocompact et sans points fixes d’isome´tries affines de Rn. Le the´ore`me de Bieberbach assure
que Γ est une extension d’un groupe fini G par un re´seau Λ de Rn. Ce re´seau est le sous-groupe
des e´le´ments de Γ qui sont des translations. Nous l’appelerons dans la suite le re´seau associe´ a`
Γ. On a une suite exacte
0 −→ Λ −→ Γ −→ G −→ e
(En fait, ce re´sultat se de´montre sans supposer que Γ ope`re librement). Dans la situation qui
nous inte´resse, la varie´te´ est le quotient du tore plat Rn/Λ par un groupe d’isome´tries isomorphe
a` G.
Deux varie´te´s compactes plates Rn/Γ et Rn/Γ′ sont home´omorphes si et seulement si les groupes
Γ et Γ′ sont isomorphes. Ces groupes sont alors conjugue´s par un isomorphisme affine de Rn, ce
qui montre que deux varie´te´s compactes plates home´omorphes sont affinement diffe´omorphes.
Ces varie´te´s seront isome´triques si et seulement si Γ et Γ′ sont conjugue´s par une isome´trie affine.
Un proce´de´ classique de construction de varie´te´s est la suspension par un diffe´omorphisme ϕ
d’une varie´te´ K : il s’agit du quotient de K×R par le groupe engendre´ par (p, t) 7→ (ϕ(p), t+1).
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Si maintenant (Kn, g) est une varie´te´ riemannienne de dimension n et si ϕ ∈ Isom(Kn, g), le
quotient riemannien de K × R par le groupe engendre´ par (p, t) 7→ (ϕ(p), t + a), ou` a est un
parame`tre > 0, de´finit sur cette suspension une me´trique riemannienne (bien suˆr plate si g est
plate). Cette construction sera utilise´e syste´matiquement dans 2.3 puis dans 4.
2.2 Folklore kleinien
Le plan euclidien e´tant rapporte´ a` une base orthonorme´e, les bouteilles de Klein plates sont les
varie´te´s R2/Γ, ou` Γ est engendre´ par la syme´trie glisse´e (x, y) 7→ (x + a2 ,−y) et la translation
(x, y) 7→ (x, y + b). Nous noterons Ka,b (ou simplement K quand la donne´e de a et b est
sous-entendue ou inutile), la varie´te´ riemanniennne plate ainsi obtenue.
Rappelons que les ge´ode´siques “horizontales” de Ka,b sont ferme´es de longueur a, a` l’exception
de deux d’entre elles qui sont de longueur a2 (cf. [7] p.82-83). Cela permet de voir Ka,b comme le
recollement de deux rubans de Mo¨bius plats de largeur b2 le long de leur bord. Cette identification
n’est pas seulement topologique mais aussi riemannienne : la re´flexion orthogonale par rapport
au bord commun est une isome´trie qui e´change les deux rubans.
La composante neutre de Isom(K) est forme´e des translations horizontales rα : (x, y) 7→ (x+α, y)
(α e´tant pris modulo a). A signaler : la translation (x, y) 7→ (x + a2 , y) qui co¨ıncide avec
(x, y) 7→ (x,−y). Elle laisse fixes les deux ge´ode´siques horizontales courtes y = 0 et y = b/2.
C’est la syme´trie orthogonale par rapport a` ces deux ge´ode´siques simultane´ment.
Le quotient Isom(K)/Isom0(K) est isomorphe au groupe du matelas, appele´ aussi groupe de
Klein (c’est plus qu’une co¨ıncidence !).
Les trois e´le´ments non triviaux de ce quotient peuvent eˆtre repre´sente´s par
1. une re´flexion par rapport a` une ge´ode´sique verticale, qui est aussi une syme´trie par rapport
a` un point d’une ge´ode´sique horizontale courte (en fait, une telle transformation, que nous
noterons S1, est a` la fois une re´flexion par rapport a` deux ge´ode´siques verticales et une
syme´trie par rapport a` deux points distincts).
2. une syme´trie par rapport a` un point du bord commun des deux rubans. Nous noterons S2
une telle syme´trie.
3. la re´flexion par rapport a` ce bord commun, ou la transformation obtenue par passage au
quotient de (x, y) 7→ (x, y + b/2). Nous noterons T cette dernie`re transformation.
Notons enfin qu’un diffe´omorphisme affine d’une bouteille de Klein plate est une isome´trie.
2.3 Une description ge´ome´trique des varie´te´s plates non orientables de di-
mension 3
Nous allons voir que toute varie´te´ compacte plate non orientable de dimension 3 peut s’obtenir
par suspension d’une bouteille de Klein plate par une isome´trie.
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Cela se voit en interpre´tant convenablement (et plus ge´ome´triquement) la description faite par
J. Wolf (voir [16], p.120-123, dont nous suivons les notations) des varie´te´s de Bieberbach de
dimension 3. Voir aussi [15], 4.2.
i) Type B1. On se donne un plan P , deux vecteurs inde´pendants a1 et a2 de P , et un vecteur
a3 orthogonal a` P . Le groupe Γ est engendre´ par la syme´trie glisse´e σP,a1/2 et les translations
de vecteurs a2 et a3. Notons que Γ est d’indice 2 dans le re´seau Λ engendre´ par a1, a2 et a3, et
que la varie´te´ est diffe´omorphe au produit d’une bouteille de Klein et d’un cercle. Les diffe´rents
types me´triques s’obtiennent en faisant varier les vecteurs ai avec les contraintes ci-dessous.
Pour re´aliser ces me´triques commme des suspensions, on e´crit a2 = λa1 + v, ou` v est paralle`le a`
P et orthogonal a` a1, et on ve´rifie que R
3/Γ est le quotient riemannien de K|a1|,|a3| × R par le
groupe d’isome´tries engendre´ par
(p, t) 7→ (rα(p), t+ |v|), avec α = λ|a1|.
ii) Type B2. On se donne deux plans paralle`les P1 et P2, et deux vecteurs inde´pendants a1 et
a2 paralle`les a` ces plans. Le groupe Γ est engendre´ par les syme´tries glisse´es σP1,a1/2 et σP2,a2/2.
Soit k un vecteur unitaire orthogonal a` ces plans, et dk le vecteur de la translation qui envoie
P1 sur P2. Alors σP2,a2/2 ◦ σP1,a1/2 est la translation de vecteur a3 = a1+a22 + 2dk. Le re´seau Λ
associe´ a` Γ est engendre´ par a1, a2 et a3. Les diffe´rents types me´triques s’obtiennent en faisant
varier a1, a2 et d = dist(P1, P2).
Cette varie´te´ est diffe´omorphe a` la suspension d’une bouteille de Klein par T . En effet, le
sous-groupe engendre´ par σP1,a1/2 et la translation de vecteur 4dk est distingue´ dans Γ ; il est
isomorphe au groupe fondamental de la bouteille de Klein, et le quotient est isomorphe a` Z.
Pour expliciter cette identification au niveau des me´triques, on e´crit comme plus haut a2 =
λa1+ v, avec v orthogonal a` a1, et on ve´rifie que R
3/Γ est le quotient riemannien de K|a1|,4d×R
par le groupe d’isome´tries engendre´ par
(p, t) 7→
(
rα
(
T (p)
)
, t+
|v|
2
)
, avec α = |a1|λ− 1
2
.
iii) Type B3. On se donne un plan P , une droite D de P , et une base orthogonale (a1, a2, a3),
telle que a1 et a2 soient paralle`les a`D et P respectivement. Le groupe Γ est engendre´ par σD,a1/2,
σP,a2/2 et la translation de vecteur a3. On peut aussi obtenir cette me´trique par suspension de
la bouteille de Klein : c’est le quotient riemannien de K|a2|,|a3| × R par le groupe d’isome´tries
engendre´ par
(p, t)) 7→ (S1(p), t+ |a1|/2) (voir 2.2).
iv) Type B4. On se donne un plan P , une droite D paralle`le a` P mais non incluse dans P , deux
vecteurs orthogonaux a1 et a2 paralle`les a` D et P respectivement. Le groupe Γ est engendre´
par σD,a1/2 et σP,a2/2.
Le re´seau associe´ a` Γ est engendre´ par la base orthogonale (a1, a2, a3), avec |a3| = 4dist(P,D).
Cette fois, la me´trique est le quotient riemannien de K|a2|,|a3| × R par le groupe d’isome´tries
engendre´ par
(p, t)) 7→ (S2(p), t+ |a1|/2) (voir encore 2.2).
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Remarque 1. Cette discussion montre que chaque classe de diffe´omorphisme de varie´te´ plate
compacte non orientable de dimension 3 est associe´e a` un e´le´ment de du groupe des transfor-
mations affines de K quotiente´ par sa composante neutre.
3 Me´triques singulie`res
3.1 Pre´sentation de la bouteille de Klein–Bavard
Nous travaillerons avec des me´triques riemanniennes singulie`res dans le sens suivant.
1. Elles sont continues, c’est-a`-dire que les coefficients gij , exprime´s en cartes locales, sont
continus.
2. La varie´te´ est une re´union de domaines a` bord d’inte´rieurs deux a` deux disjoints, tels qu’a`
l’inte´rieur de chaque domaine la me´trique est lisse.
Une telle me´trique de´finit un espace de longueur (voir [5] pour des de´tails sur cette notion). On
peut donc parler de ge´ode´siques. De plus, la mesure riemannienne se de´finit exactement comme
dans le cas lisse.
Pour les me´triques qui nous inte´ressent, le mode`le local est le suivant. On part de la sphe`re
ronde, et on repe`re les points par la latitude φ et la longitude θ. Pour φo ∈]0, π/2[, soit Σφo
le domaine de´fini par |φ| ≤ φo. Sur Σφo , la me´trique ronde est donne´e par dφ2 + cos2 φdθ2. A
partir de la`, on introduit sur R2 la me´trique riemannienne singulie`re (au sens pre´ce´dent)
dφ2 + f2(φ)dθ2, (1)
ou` f est la fonction 2φ0-pe´riodique qui co¨ıncide avec cosφ sur l’intervalle [−φo, φo] (comparer a`
[1]).
Exemple 1. La me´trique sur la bouteille de Klein qui donne le quotient systolique optimal
s’obtient pour φo =
π
4 en quotientant le plan muni de la me´trique 1 par l’action du groupe
engendre´ par
(θ, φ) 7→ (θ + π,−φ) et (θ, φ) 7→ (θ, φ+ 4φ0).
Nous noterons (K, b) la bouteille de Klein munie de cette me´trique, (T2, b) son reveˆtement
orientable. Il se trouve que (K, b) a le meˆme groupe d’isome´tries que celui d’une bouteille de
Klein plate (attention, la proprie´te´ analogue pour (T2, b) est fausse !). Cela peut se voir par
un calcul direct, mais il sera utile de voir les choses ge´ome´triquement : le domaine sphe´rique a`
bord Σφo vu plus haut peut se voir comme
{(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = 1, |z| ≤ sinφo}.
Le cylindre obtenu en prenant tous les tranlate´s de vecteur 2n sinφ0~k de Σφo, muni de la structure
de longueur induite par la me´trique euclidienne, est un reveˆtement riemannien de (T2, b) (et
donc de (K, b)). Nous le noterons (C, b).
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On re´cupe`re (K, b) en quotientant (C, b) par le groupe engendre´ par les antipodies par rapport
aux centres des sphe`res portant ces domaines (deux domaines contigus suffisent). On notera σ
l’une quelconque de ces antipodies.
Alors les isome´tries suivantes de ce cylindre passent au quotient. Si on adopte la formulation
analytique de (1), elles sont les exactes analogues des isome´tries de´crites en 2.2.
1. les rotations autour de l’axe (analogues aux translations “horizontales”).
2. les re´flexions par rapport a` un plan me´ridien (analogues aux re´flexions par rapport a` une
ge´ode´sique “verticale”, c’est-a`-dire aux transformations de type S1).
3. les re´flexions par rapport a` un diame`tre d’un cercle singulier (analogues aux syme´tries par
rapport a` un point du bord commun des deux rubans, c’est-a`-dire aux transformations de
type S2).
4. la re´flexion par rapport a` un plan d’un cercle singulier (qui donne par passage au quotient
une transformation e´quivalente (modulo Isomo) a` celle obtenue en faisant passer au quo-
tient la translation de vecteur 2 sin φ0~k. Cette dernie`re transformation est l’analogue de
(x, y) 7→ (x, y + b2).
3.2 Quelques proprie´te´s ge´ome´triques de la bouteille singulie`re
Proposition 1. Localement, une ge´ode´sique de (C, b), (T2, b) ou (K, b) est de l’un des types
suivants :
1) un arc de grand cercle (e´ventuellement tangent a` une ligne singulie`re).
2) la juxtaposition d’un arc de grand cercle tangent a` une ligne singulie`re, et d’un arc de cette
ligne singulie`re.
3) la juxtaposition de deux arcs de grand cercle ayant une extre´mite´ commune r sur une ligne
singulie`re, localement de part et d’autre de cette ligne, qui fait avec ces deux arcs des angles dont
la somme est π.
Preuve. Il suffit de juxtaposer les remarques suivantes :
1. Les courbes contenues dans l’inte´rieur d’un Σ sont des ge´ode´siques si et seulement si ce
sont des arcs de grand cercle, d’apre`s la the´orie classique.
2. Une courbe contenue dans un Σ et dont les extre´mite´s p et q sont sur la ligne singulie`re
est plus longue que le plus court des deux arcs de la ligne singulie`re qui joignent p et q.
Pour le voir, il suffit d’expliciter la longueur en utilisant la formule (1) et de remarquer
que la fonction cosφ est de´croissante.
3. Soit c une courbe C1 par morceaux, parame´tre´e par longueur d’arc, qui est la juxtaposition
d’une courbe c1 contenue dans un Σ, ayant une extre´mite´ r sur une ligne singulie`re, et
d’une courbe c2 partant de r et contenue dans cette ligne singulie`re. Si c
′
1(r) 6= c′2(r),
d’apre`s la formule de variation premie`re, c peut eˆtre raccourcie en gardant les meˆmes
extre´mite´s.
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4. soit enfin une courbe dont les extre´mite´s p et q sont dans deux exemplaires contigus de Σ,
et qui intersecte la ligne singulie`re en un point. Si elle minimise la longueur des courbes
joignant p et q, elle est ne´cessairement du troisie`me type de´crit dans l’e´nonce´ en raison de
la formule de variation premie`re.

Remarque 2. A partir de la`, on voit que deux points appartenant a` des domaines Σ contigus
sont joints en ge´ne´ral par un segment ge´ode´sique unique, e´ventuellement par deux. Ce dernier
cas n’arrive que pour des points ayant des latitudes oppose´es : la re´flexion orthogonale par
rapport au plan de´fini par l’axe des z et les deux points e´change alors ces segments.
De´signons par Tδ le de´placement he´lico¨ıdal obtenu en composant la translation de vecteur
2 sinφ0~k et la rotation d’angle δ autour de l’axe des z, conside´re´ comme isome´trie du cylin-
dre (C, b). Nous avons vu que cette isome´trie passe au quotient pour (T, b) comme pour (K, b).
Proposition 2. Sur (T, b), la fonction dist
(
p, (Tδ(p)
)
est constante.
Preuve. On ve´rifie facilement qu’il suffit de faire la preuve pour (C, b). On remarque que Tδ
est la restriction au cylindre d’un de´placement de R3 qui est le produit de deux re´flexions par
rapport a` des droites orthogonales a` l’axe des z, faisant entre elles un angle e´gal a` δ/2, et de plus
courte distance (dans l’espace euclidien) sinφo. Soit γ une ge´ode´sique minimisante joignant p et
Tδ(p). Admettons un instant que cette ge´ode´sique rencontre une ligne singulie`re en un unique
point r, et que l’on se trouve donc dans la troisie`me situation de la proposition 1. Cet arc est
inclus dans la juxtaposition de deux arcs de grand cercle r1r et rr2, contenus dans deux domaines
sphe´riques contigus Σ1 et Σ2, et faisant le meˆme angle β avec les lignes singulie`res en r, r1, r2
(voir figure 1). Notons aussi que γ se prolonge en une ge´ode´sique de (C, b) forme´e de tels arcs
de grand cercle, et que Tδ(r1) = r, Tδ(r) = r2. Choisissons les re´flexions dont la compose´e est Tδ
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comme suit : l’axe de la premie`re passant par le milieu de l’arc r1r, l’axe de la seconde passant
par r. Cela permet de voir que Tδ laisse la ge´ode´sique qui prolonge γ globalement invariante.
Comme il n’y a pas de point fixe, c’est une translation le long de cette ge´ode´sique. L’assertion
de l’e´nonce´ en re´sulte, puisque toute la situation est invariante par rotation autour de l’axe des
z.
Reste a` justifier notre affirmation sur γ. Elle est clairement vraie pour δ = 0 et donc pour δ
assez petit. Dans ce cas, un calcul explicite que nous laissons au lecteur montre que
tan δ =
−2√2 cot β
cot2 β − 2 ,
et donc que tous les δ possibles peuvent eˆtre obtenus ainsi. On applique alors la remarque qui
suit la proposition pre´ce´dente. 
Dore´navant, nous suppposerons que φ0 =
π
4 .
Pour les rotations rα on a la proprie´te´ suivante.
Proposition 3. Soit p un point du tore (T, b) et p0 un point d’une ligne singulie`re. Alors
dist(T,b)(p, rα(p)) ≥ dist(T,b)(p0, rα(p0))
pour tout α ∈ [0, π]
Ainsi, le minimum est obtenu pour les points de la ligne singulie`re.
Preuve. On utilise la proposition 1, en remarquant qu’il suffit de faire le calcul dans (C, b). Soit
Σ le domaine sphe´rique ou` se trouve p (et donc q = rα(p)). Tant que le grand cercle passant par
ces deux points est entie`rement dans Σ (ce qui est le cas si leur latitude commune β est assez
petite), la formule fondamentale de la trigonome´trie sphe´rique donne
dist
(
p, rα(p)
)
= arccos(sin2 β + cos2 β sinα),
et cette distance est une fonction de´croissante de β.
Si ce n’est pas le cas, on est dans le deuxie`me cas de la Proposition 1. Le segment ge´ode´sique
qui joint p et q est forme´ de deux arcs de grand cercle ayant une extre´mite´ en p (resp. q), et
tangents en leur autre extre´mite´, que nous noterons p′ et q′, a` une ligne singulie`re. Si ψ est la
diffe´rence de longitude entre p et p′ (ou entre q et q′) on ve´rifie que cosψ = tan β. On a alors
dist(p, p′) = dist(q, q′) = arccos(
cos β cosψ√
2
+
sin β√
2
) = arccos(
√
2 sin β)
et
dist(p′, q′) =
α− 2ψ√
2
(on ve´rifie au passage que l’on est dans cette situation si β ≥ arctan(cosα/2).
Finalement dans ce cas
dist
(
(p, rα(p)
)
=
α√
2
−
√
2 arccos(tan β) + 2 arccos(
√
2 sin β).
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La fonction de β ainsi obtenue a pour de´rive´e
√
2
cos β
√
1− 2 sin2 β
(1− 2 cos2 β).
Les expressions de dist
(
(p, rα(p)
)
pour β ∈ [0, β0], puis pour β ∈ [β0, π/4] montrent que l’on a
une fonction de´croissante de β. Son minimum est atteint quand p est sur une ligne singulie`re.
Il vaut α
√
2. 
En passant au quotient, on de´duit de ce qui pre´ce`de les re´sultats analogues pour la bouteille de
Klein.
Corollaire 1. Pour (K, b), on a
d(rα)) = inf
{ α√
2
, π − α} et d(Tδ) = inf {π − δ√
2
, arccos
cos δ − 1
2
}
Proof. En fait,
d(rα) = inf
p∈Σ
{dist(p, rα(p)),dist(σ(p), rα(p))}.
Mais comme les points σ(p) et rα(p) sont situe´s de part et d’autre de l’e´quateur de Σ, le segment
ge´ode´sique qui les joint est contenu dans Σ (premier cas de la proposition 1). On ve´rifie alors
que dist
(
σ(p), rα(p)
)
, est une fonction de´croissante de la latitude, d’ou` le re´sultat pour rα.
Pour e´tudier d(Tδ), il suffit de conside´rer deux exemplaires contigus Σ1 et Σ2, et de calculer
l’infimum analogue au pre´ce´dent quand p parcourt Σ1. On sait de´ja` d’apre`s la Proposition 2
que dist
(
p, Tδ(p)
)
est constante (et e´gale a` arccos cos δ−12 ). Passons a` dist
(
Tδ(p), σ(p)
)
. Soit c
le segment ge´ode´sique qui joint ces points. On est dans le deuxie`me ou le troisie`me cas de la
Proposition 1. Dans tous les cas, soit r son premier point de rencontre avec la ligne singulie`re,
et q le syme´trique de Tδ(p) par rapport a` cette ligne singulie`re.
Dans Σ1, on passe de q a` σ(p) par une rotation d’angle π− δ. Par ailleurs, ces deux points sont
relie´s par la courbe c˜ obtenue en prenant la syme´trique de la partie de c de Tδ(p) a` r, puis c elle
meˆme de r a` σ(p). On a alors
longueur(c) = longueur(c˜) ≥ π − δ√
2
d’apre`s la Proposition 3. 
4 Fin de la preuve
4.1 Calcul des systoles dans le cas plat et dans le cas singulier
Lemme 1. Pour toute me´trique plate g sur une varie´te´ N de type B1, on a
(sys(N, g))3
vol(N, g)
≤ 2√
3
,
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avec e´galite´ si et seulement si le re´seau associe´ admet une base (a1, a2, a3) telle que |a1| = 2|a2| =
2|a3|, l’angle des vecteurs a1 et a2 e´tant e´gal a` π/3. Il existe sur N une me´trique g0, continue
sur N et lisse en dehors d’une hypersurface, localement isome´trique a` S2×R la` ou` elle est lisse,
de quotient systolique strictement supe´rieur a` 2/
√
3.
Preuve. Dans le cas plat, le volume est e´gal a` 12 det(a1, a2)|a3|, la systole a` inf{|a3|, s}, ou` s est
la systole du tore plat de dimension 2 de´fini par le re´seau de base a12 , a2. Normalisons de fac¸on
que |a3| = 1. Alors le quotient systolique vaut
2s3
det(a1, a2)
si s ≤ 1, et 2
det(a1, a2)
si s ≥ 1,
ce qui donne la premie`re partie d’apre`s les re´sultats classiques sur les re´seaux en dimension 2.
Pour la construction de g0, on part de la me´trique sur la bouteille de Klein singulie`re vue en 3,
dont la systole est e´gale a` π et le volume a` 2π
√
2, et on proce`de par suspension : d’apre`s 2.3
et 3.1 le quotient de (K, b) × R par < (rα, td) > est une varie´te´ home´omorphe a` une varie´te´ de
type B1. Son volume est e´gal a` 2π
√
2d, et sa systole a`
inf
{
π,
√
d(rα)2 + d2
}
.
D’apre`s le Corollaire 1, d(rα) est e´gal a`
α√
2
si α ≤ π(2−√2), et π − α si π(2−√2) < α < π
Pour obtenir le meilleur quotient systolique en faisant cette construction, c’est-a`-dire en faisant
varier α et d, on fixe sys = π, et on essaie de minimiser d. Pour le faire il faut maximiser d(rα),
donc choisir α = π(2−√2) et d = π(2√2− 2) 12 .
Pour ces valeurs de α et d on a sys
3
Vol =
π
4(
√
2−1)1/2 >
2√
3

Lemme 2. Pour toute me´trique plate (N, g) de type B3 ou B4, on a
sys(N, g)3
vol(N, g)
≤ 1,
avec e´galite´ si et seulement si |a1| = |a2| = 2|a3|. Dans les deux cas, il existe sur N une me´trique
g0 continue, lisse et localement isome´trique a` S
2×R sur le comple´mentaire d’une hypersurface,
de quotient systolique strictement supe´rieur a` 1.
Preuve. Dans les deux cas, le re´seau associe´ est orthogonal et d’indice 4 dans Γ, si bien que
vol(N, g) = |a1||a2||a3|/4 et sys(N, g) = inf{|a1|/2, |a2|/2, |a3|},
d’ou` la premie`re partie. Pour la deuxie`me partie, on proce`de par suspension, en partant de la
bouteille (K, b) comme pre´ce´demment, et en quotientant K×R par le groupe < (S1, tπ) > (pour
le type B3) ou < (S2, tπ) > (type B4). Comme S1 et S2 ont des points fixes, la systole reste
e´gale a` π. Le volume vaut 2π2
√
2, et le quotient (sys)3/vol est e´gal a` π
2
√
2
. 
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Lemme 3. Pour toute me´trique plate g sur une varie´te´ riemannienne N de type B2 on a
sys(N, g)3
vol(N, g)
≤ 8√
39
L’e´galite´ est re´alise´e si et seulement si
i) |a1| = |a2| = 8d, ou` d est la distance entre les plans P1 et P2 des syme´tries glisse´es qui
engendrent Γ (cf. 2.3) ;
ii) l’angle α des vecteurs a1 et a2 est e´gal a` arccos(−15/24).
Preuve. On a (N, g) = R3/Γ, ou` Γ est de´crit dans la de´finition de B2. On note Λ le re´seau associe´
a` Γ et L le re´seau 2-dimensionnel engendre´ par (a1, a2). Le volume est e´gal a` det(a1, a2)d. Dans
la suite on identifie un re´seau Λ avec ses e´lements. On sait que
sys(N, g) = inf
γ∈Γ
d(γ).
En regroupant les e´le´ments de Γ en trois cate´gories, les syme´tries glisse´es de vecteur a1 + v ou
a2 + v (v ∈ L), et les e´le´ments de Λ c’est a` dire les translations pures de Γ, on obtient
sys(N, g) = inf{|a1/2 + Λ|, |a2/2 + Λ|, |Λ|}.
En faisant intervenir le re´seau L, on obtient
sys(N, g) = inf{|a1/2 + L|, |a2/2 + L|, 4d,
√
|(a1 + a2)
2
+ L|2 + 4d2, |L|}
a) si (a1, a2) est une base minimale du re´seau L (les vecteurs a1 et a2 sont non coline´aires et
minimaux dans L), alors
sys(N, g) = inf{|a1|/2, |a2|/2, 4d}, vol(N, g) = |a1||a2|d sinα,
d’ou` sys
3
vol ≤ 2/
√
3 avec e´galite´ si |a1| = |a2| = 8d et α = π/3
b) si (a1, a1 + a2) est une base minimale de L et |a1| ≤ |a1 + a2| alors
sys(N, g) = inf{|a1|/2, 4d} et vol(N, g) = |a1||a2|d sinα
et on se rame`ne au cas pre´ce´dent.
c) si (a1, a1 + a2) est une base minimale de L et |a1| ≥ |a1 + a2| alors
sys(N, g) = inf{|a1|/2, 4d,
√
(a1 + a2)2
4
+ 4d2, |a1 + a2|}.
On adopte les normalisations d’usage concernant les re´seaux de dimension 2, en rapportant le
plan a` une base orthonorme´e (u, v) telle que u = a1 + a2, a1 = xu + yv. Ainsi, x
2 + y2 ≥ 1,
|x| ≤ 1/2, et
vol(N, g) =
1
2
det(a1, a2,
a1 + a2
2
+ 2dk) = dy.
On discute alors suivant les valeurs de d.
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• si 0 < d ≤ 1/8 alors la systole vaut 4d et
sys3
vol
=
64d2
y
≤ 1
y
≤ 2√
3
• si 1/8 ≤ d ≤ 1
4
√
3
alors sys = inf{
√
x2+y2
2 , 4d} et deux cas se pre´sentent :
– Premier cas :
√
x2+y2
2 ≥ 4d . Alors sys = 4d et y ≥
√
256d2−1
2 , d’ou`
sys3
vol
=
64d2
y
≤ 128d
2
√
256d2 − 1 ≤
8√
39
L’e´galite´ est re´alise´e si d = 1
4
√
3
, x = 1/2 et y =
√
13
2
√
3
– Second cas :
√
x2+y2
2 ≤ 4d. Alors sys =
√
x2+y2
2 et le quotient systolique est e´gal a`
(x2+y2)3/2
8yd . Il faut maximiser cette fonction sur le domaine
{(x, y, d) : x2 + y2 ≥ 1, x ≤ 1/2, 1/8 ≤ d ≤ 1/4
√
3, 4d ≥
√
x2 + y2
2
}
Une e´tude directe donne le meˆme maximum qu’auparavant (meˆmes valeurs de d, x,
y).
• si 1
4
√
3
≤ d ≤
√
3
4 alors sys(N, g) = inf{
√
x2+y2
2 ,
√
16d2+1
2 }
– Premier cas:
√
x2+y2
2 ≥
√
16d2+1
2 . Alors
sys3
vol
=
(16d2 + 1)3/2
8yd
.
Mais y2 ≥ 16d2 + 3/4 d’ou` sys3vol ≤ 8d (16d
2+1)3/2√
16d2+3/4
. Sur l’intervalle conside´re´, cette
fonction atteint son maximum en d = 1
4
√
3
. On retombe sur 8/
√
39.
– Second cas:
√
x2+y2
2 ≤
√
16d2+1
2 . Alors
sys3
vol
=
(x2 + y2)3/2
8yd
.
Comme pre´ce´demment, le maximum est re´alise´ en un point de la frontie`re du do-
maine de de´finition. Il est atteint lorsque d = 1/4
√
3, x = 1/2 et 4d =
√
x2+y2
2 : c’est
toujours 8√
39
.
• si d ≥ √3/4 alors sys = inf{1,
√
x2+y2
2 }
– Premier cas: si 1 ≤
√
x2+y2
2 alors
sys3
vol =
1
yd ≤ 2d√15 ≤
8√
45
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– Second cas: si 1 ≥
√
x2+y2
2 alors
sys3
vol =
√
x2+y2
8yd ≤ (x
2+y2)3/2
2
√
3y
. Dans le domaine
{4 ≥ x2+y2}, cette fonction atteint son maximum lorsque x2+y2 = 4. Ce maximum
est aussi e´gal a` 8√
45
.

Lemme 4. Si N est une varie´te´ de type B2, il existe sur N une me´trique g0 continue et lisse
en dehors d’une hypersurface, localement isome´trique a` S2 × R, dont le quotient systolique est
strictement supe´rieur a` 8/
√
39.
Preuve. La construction de g0 se fait comme pre´ce´demment en partant de la bouteille de Klein
singulie`re de Bavard. On fait le quotient de (K, b)×R par (Tδ, td), ou` (Tδ , td) est la transformation
Tδ de´ja` de´finie sur la composante (K, b) et la translation de vecteur d sur R. Cela donne bien
une varie´te´ home´omorphe a` une varie´te´ de type B2, munie d’une me´trique singulie`re isome´trique
localement a` S2 × R la` ou` elle est lisse. On normalise en supposant que la systole vaut π. Cela
impose l’ine´galite´
(
d(Tδ, td)
)n ≥ π pour tout n. Le volume est e´gal a` 2π√2d. Pour obtenir le
plus grand quotient systolique il faut que d soit minimal. On commence par e´tudier l’ine´quation
d(Tδ, td) ≥ π, qui est e´quivalente a` (d(Tδ))2+d2 ≥ π2. La valeur maximale de d(Tδ) est obtenue
lorsque δ ve´rifie cos δ−12 = cos
π−δ√
2
. On note δ0 la solution de cette e´quation. Le d minimal
est obtenu lorsque l’e´galite´ est re´alise´e dans l’ine´quation pre´ce´dente, on le note d0. on a bien
d
(
(Tδ0 , td0)
n
) ≥ π pour tout n : comme d0 est de l’ordre de 2, 641, nd est supe´rieur a` π pour
n ≥ 2. Ainsi, ces deux constantes donnent le plus grand quotient systolique parmi ceux de
toutes les constructions similaires. Il est e´gal a` π
2
2
√
2d0
> 8/
√
39. 
Le tableau suivant permet de faire la comparaison entre les plus grands quotients systoliques des
me´triques plates (τ(plates)) et les les plus grands quotients systoliques des me´triques singulie`res
que nous venons de construire (τ(singulie`res)) sur chaque type de varie´te´ de Bieberbach non-
orientables de dimension 3. Ici, d0 de´signe la valeur de d obtenue a` la fin de la preuve ci-dessus.
type τ(plates) valeur approche´e τ(singulie`res) valeur approche´e
B1
2√
3
≈ 1, 154 π
4(
√
2−1) 12
≈ 1, 220
B2
8√
39
≈ 1, 281 π2
2d0
√
2
≈ 1, 321
B3 1 1
π
2
√
2
≈ 1, 110
B4 1 1
π
2
√
2
≈ 1, 110
4.2 Des me´triques singulie`res aux me´triques lisses
Les me´triques que nous venons de construire sont seulement continues. Pour obtenir des
me´triques lisses ayant les meˆmes proprie´te´s, on utilise des arguments de continuite´ et d’approximation.
Si M est une varie´te´ compacte, l’espace des sections continues de n’importe quel fibre´ tensoriel
sur M peut eˆtre muni de la topologie compacte ouverte, cf. [10], ch. 2. Pour cette topologie, le
sous-espace M des me´triques riemanniennes est ouvert dans l’espace C0(S2M) des 2-tenseurs
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syme´triques. Pour la topologie induite sur M, on peut ve´rifier que tout ouvert est une re´union
d’ensembles de la forme
A(g, ǫ) =
{
h ∈ M,∀x ∈M, (1− ǫ)gx < hx < (1 + ǫ)gx
}
,
ou` g ∈ M et ǫ ∈]0, 1[, ces ine´galite´s e´tant prises au sens des formes quadratiques sur TxM .
La proprie´te´ suivante est folklorique. Faute de pouvoir en donner une re´fe´rence e´crite, nous la
de´montrons.
The´or‘eme 1. L’application h 7→ sys(h) est continue sur M muni de la topologie compacte
ouverte.
Preuve. Il suffit de travailler avec un A(g, ǫ). Pour h ∈ A(g, ǫ), la systole peut eˆtre re´alise´e par
une courbe parame´tre´e c : [0, 1] →M prise dans l’ensemble
C = ∪h∈A(g,ǫ)Ch,
ou` Ch est l’ensemble des lacets c : [0, 1] → M non contractiles, C1 par morceaux, parame´tre´s
proportionnellement a` la longueur d’arc pour h, et de h-longueur infe´rieure ou e´gale a` 2diam(M,h).
Dans ces conditions, l’ensemble des longueurs des courbes de C, prises pour toutes les me´triques
de A(g, ǫ), est majore´ par 2(1 + ǫ)diam(M,g), et l’ensemble
⋃{(
c(t), c˙±(t)
)}
avec c ∈ C, t ∈ [0, 1]
est relativement compact dans TM . Il en re´sulte que la famille (indexe´e par C) de fonctions qui
a` une me´trique h associe la longueur de c pour h est e´quicontinue sur A(g, ǫ). Mais la borne
infe´rieure d’une famille de fonctions e´quicontinue est continue. 
Enfin (voir encore [10]), l’espace des sections lisses de n’importe quel fibre´ vectoriel de base
compacte est dense pour la topologie compacte ouverte dans l’espace des sections continues.
Dans la situation qui nous inte´resse, il suffit en fait d’approcher uniforme´ment la fonction f par
une fonction lisse.
5 Remarques diverses
Une me´trique de la forme dφ2 + f2(φ)dθ2 est localement conforme a` une me´trique plate, meˆme
si f est seulement continue : il suffit de mettre f2 en facteur. Le meˆme proce´de´ montre de plus
que la me´trique de C. Bavard est globalement conforme a` une me´trique plate sur la bouteille de
Klein. Cette me´trique est facile a` expliciter (voir [2] pour les de´tails).
Ici, comme nous travaillons en dimension 3, la situation est diffe´rente. Le mode`le local est de la
forme dφ2 + f2(φ)dθ2 + dt2. Il s’ave`re que si g est une me´trique riemannienne C3 en dimension
2, g+ dt2 est conforme´ment plate si et seulement si g est a` courbure constante. Par conse´quent,
les me´triques que nous avons introduites en 4 sont bien conforme´ment plates en dehors de la
surface singulie`re. Il ne faut pas s’attendre a` ce qu’elles soient conforme´ment plates au voisinage
d’un point d’une surface singulie`re, mais la me´trique e´tant seulement continue, un argument
spe´cifique est ne´cessaire.
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Proposition 4. La me´trique dφ2 + f2(φ)dθ2 + dt2, ou` f est la fonction donne´e dans (1), n’est
pas conforme´ment plate.
Preuve. Soit p un point de l’hypersurface singulie`re S d’e´quation φ = φ0, et h : U → R3 un
diffe´omorphisme conforme sur un ouvert de R3. Quitte a` diminuer U , on peut le supposer
invariant par la transformation s : (φ, θ, t) 7→ (2φo − φ, θ, t), qui est une isome´trie de U fixant
S. D’apre`s le the´ore`me de Liouville (voir par exemple [12], p.12), la conjugue´e de s par h est
la restriction d’une transformation de Mo¨bius. Mais une telle transformation ne peut exister :
l’ensemble de ses points fixes contient h(S ∩ U), qui devrait eˆtre une portion de 2-sphe`re. Pour
voir que c’est impossible, on introduit l’application conforme h1 de U
′ = U ∩ {φ < φo} dans R3
donne´e par
h1(φ, θ, t) = (e
t cosφ cos θ, et cosφ sin θ, et sinφ)
(comparer a` [12], p.76–77). Toujours d’apre`s le the´ore`me de Liouville, il existe une transforma-
tion de Mo¨bius h2 telle qu’en restriction a` U
′ on ait h = h2 ◦ h1. Par continuite´, cette proprie´te´
reste vraie sur S ∩ U . Ainsi, l’ensemble des points fixes de la transformation de Mo¨bius hsh−1
contient h2
(
h1(S ∩ U)
)
. On aboutit a` la contradiction cherche´e, car h1(S) est une portion de
coˆne de re´volution. 
Pour plus de de´tails sur les re´sultats de ge´ome´trie conforme utilise´s ici, voir les contributions de
R. Kulkarni et du second auteur dans [12].
Notons enfin que pour celles de ces me´triques qui donnent le meilleur quotient systolique, la
varie´te´ est encore recouverte par les ge´ode´siques systoliques. Il n’y a donc pas d’obstacle
“e´vident(!)” a` ce que ces me´triques soient optimales, meˆme si nous sommes loin de pouvoir
le montrer.
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